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RESUMO 

Esse trabalho tem o objetivo de ampliar o modelo de conflito de facções criminosas apresentado 

em Castillo e Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020), que constroem um modelo 

onde as facções criminosas ampliam o investimento em violência quando há um choque adverso 

na oferta de cocaína. A alternativa criada nesse trabalho foi deixar a variável número de facções 

endógena, logo, o próprio modelo explica o motivo de ter um determinado número de facções 

naquele território, além de explicar o nível de violência. Outra contribuição foi criar uma 

decomposição dos efeitos da variação do número de facções e o efeito direto do choque na 

oferta de drogas na violência. Os resultados encontrados seguem o modelo original para 

choques na oferta. O modelo alternativo acrescenta uma análise com choques nos custos fixos 

das facções, onde dependendo da relação entre a receita de drogas e custo fixo, um choque pode 

ampliar ou reduzir a violência. 

Palavras-chaves: Facções; Violência; Teoria dos Jogos.  



 

 

ABSTRACT 

This work aims to expand the model of gangs conflict presented in Castillo and Kronick (2020) 

and Castillo, Mejía and Restrepo (2020), who construct a model where gangs increase 

investment in violence when there is an adverse shock in the supply of cocaine. The alternative 

created in this work was to set the variable number of gangs endogenous, so the model itself 

explains the reason for having a determined number of gangs in that territory and explaining 

the violence level. Another contribution was to build a decomposition with variation in the 

number of gangs effect and the shock on the drug supply effect on violence. The results follow 

the original model for supply shocks. The alternative model adds an analysis with shocks to 

gang fixed costs, where depending on the relationship between drug revenue and fixed cost, a 

shock can either enhance or reduce violence.  

Key-Words: Gangs; Violence; Game Theory. 
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1 - INTRODUÇÃO 

A violência é um problema sério em muitos países do mundo, principalmente na América 

Latina. Brasil, Colômbia, México e Venezuela são exemplos claros de sociedades que vivem 

com um alto nível de violência gerado por conflitos entre facções criminosas, tendo mais mortes 

em números absolutos e relativos do que países em guerra civil (LESSING, 2015). De acordo 

com Our World in Data, esses países apresentaram as seguintes taxas de homicídios por 100 

mil habitantes no ano de 2019: Brasil com 30,4 homicídios para cada 100 mil habitantes; 

Colômbia com 35,7; México com 24,6; e Venezuela com 39. Se olharmos para taxas de 

homicídios de países desenvolvidos o cenário é muito diferente. Países como Reino Unido, 

Alemanha, Itália e Espanha apresentam taxas de homicídios abaixo de 1 para cada 100 mil 

habitantes. 

Locais nesse tipo de situação acabam tendo custos econômicos elevados por diversos motivos. 

De acordo com Cerqueira et al. (2007) e Cerqueira (2010), o Brasil tem um custo com violência 

da faixa de 5,09% do PIB. Esses custos envolvem gastos com segurança pública, sistema 

prisional, sistema de saúde (setor público); perda de capital humano, segurança privada, seguros 

e transferências por roubos e furtos (setor privado). Obviamente, além do custo econômico 

gerado pela violência, existe um custo emocional das pessoas que passaram por situações 

traumáticas como morte de amigos e familiares, roubos e tiroteios. Outro tipo de custo 

relacionado ao capital humano, que não é relacionado com a morte, é demonstrado por Monteiro 

e Rocha (2017), onde é apresentado que crianças mais expostas a tiroteios em comunidades têm 

um desempenho escolar pior, sendo que esse efeito pode variar de acordo com a intensidade do 

conflito e proximidade. Isso ocorre devido principalmente pela falta e rotatividade dos 

profissionais que estão trabalhando em escolas em áreas de risco. 

Esse trabalho busca uma discussão sobre o assunto de violência baseado no trabalho de Castillo 

e Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020). O objetivo principal da dissertação é 

modificar o modelo de conflito de facções criminosas exposto nesses artigos, onde o número 

de facções é transformado em uma variável endógena, ou seja, a quantidade de facções presente 

em um local é determinada dentro do modelo. No modelo apresentado nos artigos, as facções 

criminosas disputam rotas e territórios para vender e transportar suas drogas, com isso precisam 

investir em armamento e em pessoal para os conflitos. Quanto mais territórios a facção possuir, 

maior será o percentual da receita do mercado de drogas. Os autores analisam uma série de 

situações para verificar os efeitos sobre o nível de violência como choques exógenos na oferta 
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de drogas ou coação do governo as facções de forma seletiva. O modelo é elaborado na forma 

estática e na forma dinâmica. 

Esse trabalho contribui para a parte teórica de uma literatura crescente sobre crime e facções 

criminosas. Existem outros trabalhos como Mesquita (2020) que modela o conflito por território 

através de um all-pay auction e que a renda é determinada endogenamente. O artigo constata 

que mudanças no custo de transporte e tamanho do mercado podem impactar de forma positiva 

ou negativa dependendo do tamanho do choque a relação entre renda e conflito. Outro artigo 

que aborda de maneira teórica a violência de facções é Alesina, Piccolo e Pinotti (2019). Neste 

trabalho é apresentado um modelo para analisar o comportamento da máfia italiana nas eleições 

e quando os criminosos seriam mais propensos a fazer ataques a políticos. Foram construídos 

modelos para o sistema eleitoral proporcional e o sistema eleitoral majoritário. Tanto o modelo 

teórico quanto o empírico mostram que a máfia ataca quando pode influenciar o jogo eleitoral 

para buscar vantagens como: leis menos rígidas, melhores contratos de delações e informações 

internas do governo. Os ataques ocorrem principalmente quando as eleições estão mais 

disputadas. 

Outra literatura fundamental é sobre a importância da dominação de territórios e a violência. 

Em Kronick (2020), a autora verifica como a intensificação da política antidrogas na Colômbia 

em 1989 impactou a violência na Venezuela. No artigo, a análise é feita comparando municípios 

adjacentes à rodovia Panamericana, uma das principais vias da Venezuela, com outros 

municípios. O resultado indica que após 1989, os municípios próximos à rodovia passaram por 

um aumento na violência maior do que os municípios que não estão próximos a Panamericana. 

Outros trabalhos provam a relação do território com a violência como em Vaz (2014), Butelli 

(2015), Pessoa (2016), Plassa e Scorzafave (2019) e Maia e Marinho (2021) analisando a 

política das Unidades de Polícia Pacificadora (UPP) no Rio de Janeiro. A UPP foi uma política 

aplicada pelo governo do estado do Rio de Janeiro que tinha o objetivo de retomar o controle 

de territórios que estavam sob o domínio de grupos criminosos. De acordo com esses estudos 

citados, todos apontam para uma queda na taxa de homicídios no período inicial do programa. 

Toda essa literatura traz um embasamento para a criação de um novo modelo para explicar a 

violência. O primeiro passo da dissertação foi acrescentar o custo fixo na equação de lucro 

colocando o número de facções de forma endógena no estilo do modelo de Salop (SALOP, 

1979; TIROLE, 1988). Além disso, foi feita uma análise de estática comparativa para ver os 

efeitos da mudança do custo fixo e da receita contestada sobre o investimento em violência das 
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facções de forma individual e de maneira agregada. Também foi elaborada uma decomposição 

dos efeitos da mudança da receita contestada sobre o investimento em violência individual e a 

violência agregada, sendo feita para saber os efeitos que vem diretamente da mudança da receita 

e os efeitos que vem da variação do número de facções criminosas presentes no mercado. 

O trabalho está dividido em cinco seções, contando com esta introdução. A segunda seção 

apresenta o modelo original de Castillo e Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020). 

A terceira seção apresenta o modelo estático com a estática comparativa e a decomposição dos 

efeitos. A quarta seção mostra o modelo dinâmico de dois períodos e a estática comparativa. 

Por fim, é feita uma discussão sobre as contribuições do trabalho e sobre possibilidades para 

futuros trabalhos. 

2 - MODELO DE CONFLITO ENTRE FACÇÕES 

Nesta seção é apresentado o modelo que foi base para a dissertação. A base é retirada dos 

trabalhos de Castillo e Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020). O modelo gira em 

torno da disputa do lucro que depende da quantidade de território que as facções têm, quanto 

maior a quantidade de territórios e rotas, maior será a receita da facção. Para conseguir uma 

determinada quantidade de territórios, as facções investem em soldados e armas. O lucro da 

facção no modelo estático é dado da seguinte forma: 

 

𝜋𝑐  =  −𝑃
𝑠𝑄𝑐

𝑠 − 𝐶(𝑄𝑐
𝑠)  +  𝜂𝑃𝑑(𝑄𝑠)𝑄𝑐

𝑠 + ∑(𝑞𝑐,𝑖(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠) − 𝑔𝑐,𝑖)

𝑖 ∈ 𝐼𝑐

 (1) 

Sendo Qs é a quantidade de cocaína fornecida pelo mercado upstream e que é assumido como 

exógeno e o ∑ 𝑄𝑐
𝑠 = 𝑄𝑠𝑐 . Existem N facções indexadas por 𝑐 ∈  𝐶 =  {1, 2, . . . , 𝑁}. Ps é o 

preço da cocaína no mercado upstream e o Pd é o preço da cocaína no mercado downstream. 

C(Qs
c) é o custo para traficar no mercado downstream e é uma função crescente, convexas, 

𝑙𝑖𝑚
𝑄→0

𝐶′(𝑄) = ∞ 𝑒 𝑙𝑖𝑚
𝑄→∞

𝐶′(𝑄) = 0. 𝑃𝑑(𝑄𝑠)𝑄𝑠 é igual a receita total com o tráfico de cocaína que 

é representado por 𝑅(𝑄𝑠). O parâmetro 𝜂 é o percentual da receita que já pertence à facção e (1 

- 𝜂) é o percentual da receita que fica em disputa entre as facções. A hipótese por trás disso é 

que o mercado de drogas não tem direito de propriedade bem definido, logo a disputa é feita 

através da violência. A disputa dessas facções ocorre em vários territórios 𝑖 ∈  𝛬 =

 {1, 2, . . . , 𝐼} sendo que 𝐼𝑐 ∈  𝛬 é um subconjunto de municípios que uma facção opera e 𝑁𝑖 ∈  𝐶 

é o conjunto de facções que opera no município i. Para representar a heterogeneidade dos 
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municípios no mercado de cocaína foi criado o parâmetro 𝑠𝑖 que diz o percentual da receita de 

cocaína em um determinado município, logo ∑ 𝑠𝑖𝑖 ∈ 𝛬  = 1. Por fim, temos a variável 𝑔𝑐,𝑖 que 

representa o quanto a facção c investiu em um determinado município i em soldados e armas. 

O percentual de territórios e rotas que uma facção possui é definida por 

 𝑞𝑐,𝑖 = 
𝑔𝑐,𝑖

∑ 𝑔𝑐′,𝑖𝑐′ ∈ 𝑁𝑖

  

Além disso, é possível determinar a violência total em um determinado município por 𝑣𝑖  =

 ∑ 𝑔𝑐,𝑖𝑐∈𝑁𝑖
. 

O problema de maximização da organização criminosa no município i é igual a: 

 
𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐,𝑖  𝜋𝑐,𝑖

𝑐𝑜𝑛𝑡  =  𝑞𝑐,𝑖(1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠) − 𝑔𝑐,𝑖 (2) 

Para encontrar o 𝑔𝑐,𝑖 ótimo é necessário olhar para a condição de primeira ordem, temos então: 

 𝜕𝜋𝑐,𝑖
𝑐𝑜𝑛𝑡

𝜕𝑔𝑐,𝑖
=
−𝑔

𝑐,𝑖
(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

(∑ 𝑔𝑐,𝑖𝑐′ ∈ 𝑁𝑖
)2

+
(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

∑ (𝑔𝑐,𝑖)𝑐′ ∈ 𝑁𝑖

− 1 = 0 (3) 

Considerando que as facções têm resultados simétricos, então 𝑔𝑐,𝑖 =  𝑔, com isso temos: 

 −𝑔(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠)

(𝑛𝑔)2
+
(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

𝑛𝑔
− 1 = 0 (4) 

Reorganizando temos o resultado de 𝑔: 

 
𝑔∗ =

(𝑛 − 1)

𝑛2
(1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠) (5) 

Portanto, o resultado é 𝑣𝑖 = 𝑛𝑔∗, logo,  

 
𝑣𝑖
∗ =

(𝑛 − 1)

𝑛
(1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠) (6) 

A partir dessa expressão, os autores geram uma proposição, assumindo que a demanda de 

drogas é inelástica. Isso se baseia no artigo de Becker, Murphy e Grossman (2006). Outros 

artigos como Biderman et al (2019) também assumem que a demanda de drogas é inelástica. 

Com uma demanda inelástica, uma variação na quantidade de cocaína leva a uma variação 
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maior no preço do produto. Portanto, uma queda na oferta de cocaína para os mercados 

downstream aumenta a receita, 𝑅(𝑄𝑐
𝑠), e com isso, amplia a violência no território afetado. 

A proposição 1 do artigo de Castillo, Mejía e Restrepo (2020) indica o resultado em 3 pontos. 

Se a demanda for inelástica, a violência aumenta mais no território i se: i) O Estado for mais 

ausente (𝜂 menor); ii) Se o território i é mais importante para o mercado de cocaína (𝑠𝑖 maior); 

iii) Se o território i tem a presença de mais facções (𝑛 é maior), e só é válido para territórios 

com 2 ou mais cartéis. 

No modelo dinâmico modificamos um pouco a análise. A decisão das facções vai levar em 

consideração um período infinito, com isso temos: 

 
Π𝑐 = ∑𝛽𝑡𝜋𝑐,𝑡

∞

𝑡=0

 (7) 

onde 𝜋𝑐,𝑡 é o lucro da facção c no tempo t, 𝛽 é o fator de desconto que depende de 𝛿 que é o 

fator de desconto intertemporal e o p que é a probabilidade do líder da facção estar no comando 

no período seguinte, sendo 𝛽 =  𝛿𝑝. 

Existe um equilíbrio desse jogo que repete o equilíbrio de Nash em todos os períodos com lucro 

igual a Π𝑁 = 
𝜋𝑁

(1−𝛽)
 e o gastos das facções fica igual a 𝑔𝑁. As facções podem obter um resultado 

melhor se entraram em um equilíbrio de cooperação e para manter esse equilíbrio são 

necessárias estratégias de punição caso uma facção tente sair do equilíbrio de cooperação. Para 

isso são consideradas duas estratégias para punição. A primeira estratégia é uma reversão a 

Nash, ou seja, todos os demais jogadores que não desviaram da cooperação no primeiro período 

passam a jogar 𝑔𝑁, obtendo 𝜋𝑝 = 𝜋𝑁 para todos os períodos seguintes. A segunda estratégia de 

punição é mover para um ponto onde a violência é maior que 𝑔𝑁 e com lucros ainda menores, 

logo, 𝜋𝑝 = 𝜋𝑚 < 𝜋𝑁 e passando a gastar um �̂�. Na estratégia de cooperação consideramos que 

as facções gastam �̅�, e é importante frisar que �̅� < �̂�. 

Para considerar esses equilíbrios, o jogo precisa de duas compatibilidades de incentivo. A 

primeira compatibilidade de incentivo é 

 𝜋𝑐
1− 𝛽

≥ 𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐𝜋𝑐(𝑔𝑐, �̅�−𝑐) +
𝛽

1− 𝛽
𝜋𝑝  ⇒ 𝜋𝑐(�̅�) ≥ (1− 𝛽)𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐𝜋𝑐(𝑔𝑐, �̅�−𝑐) + 𝛽𝜋

𝑝 (8) 
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A equação (8) mostra que é mais vantajoso para a facção manter a cooperação, pois o lucro 

dentro da cooperação é maior que o lucro do desvio. Já na segunda compatibilidade de 

incentivo, temos que mostrar que a estratégia de punição traz vantagem para as facções. Logo, 

temos: 

 𝜋𝑗(�̂� 
𝑐) ≥  (1− 𝛽)𝜋𝑗(𝑔𝑗, �̂�−𝑗

𝑐 ) + 𝛽𝜋𝑗(�̂�
𝑗) (9) 

A equação (9) mostra que é preferível para a facção j punir a facção c do que deixar as outras 

facções punirem sem ela. 

A partir da equação (8), é possível definir qual o 𝛽 é necessário para manter a cooperação. Isso 

significa encontrar o 𝛽 que gera um lucro de cooperação maior que o lucro de desvio do equilíbrio de 

cooperação. Considere que  

𝜋𝑐(�̅�  = 0)  ≥ (1− 𝛽)𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐𝜋𝑐(𝑔𝑐, �̅�−𝑐 = 0)  +  𝛽𝜋𝑝 , 

suponha que o lucro é dividido igualmente entre as facções em cooperação, logo temos que 

𝜋𝑐 =
𝜋𝑎

𝑛
, sendo que 𝜋𝑎 é o lucro total do tráfico de drogas. O lucro do desvio vamos colocar 

como 𝜋𝑎, ou seja, um pequeno investimento a mais em violência garante a facção, 

aproximadamente, o lucro total. Após o desvio, a facção passa a receber 𝜋𝑝 como lucro até o 

final. Substituindo temos: 

 𝜋𝑎

𝑛
 ≥ (1− 𝛽)𝜋𝑎  +  𝛽𝜋𝑝 (10) 

 

 
𝛽 ≥   

(𝑛 − 1)

𝑛 (1−
𝜋𝑝

𝜋𝑎)
 (11) 

Logo, para manter a cooperação, 𝛽 tem que ter um valor maior do que o lado direito do (11). 

Podemos observar que n maior dificulta a cooperação, 𝜋𝑎 maior aumenta a chance de 

cooperação e 𝜋𝑝maior dificulta a cooperação. 

3 -  MODELO ESTÁTICO COM NÚMERO DE FACÇÕES ENDÓGENOS 

A partir dessa seção são apresentadas as contribuições para o modelo original. Outro ponto 

importante de mencionar é que todos os cálculos e simulações foram feitos através do pacote 
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Sympy no Python. Na seção 3 é apresentado o modelo estático dos trabalhos de Castillo e 

Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020) com o número de facções criminosas 

endógeno no modelo. Para facilitar, as notações são as mesmas usadas na seção 2. Para 

transformar o número de facções em uma variável endógena é usado como referência o modelo 

de Salop (SALOP, 1979; TIROLE, 1988), onde é adicionado o custo fixo na função lucro e o 

lucro da facção tem que ser igual a zero para obter o número de facções em determinado 

território. Nesse modelo, o custo fixo pode ser considerado um nível mínimo de investimento 

em violência para entrar no mercado. 

A função lucro da organização criminosa é definida da seguinte forma: 

 

𝜋𝑐  =  −𝑃
𝑠𝑄𝑐

𝑠 − 𝐶(𝑄𝑐
𝑠)  +  𝜂𝑃𝑑(𝑄𝑠)𝑄𝑐

𝑠 + ∑(𝑞𝑐,𝑖(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠) − 𝑔𝑐,𝑖)

𝑖 ∈ 𝐼𝑐

 −  𝑓 (12) 

Logo podemos definir o problema de maximização da facção c no território i da forma abaixo: 

 𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐,𝑖𝜋𝑐,𝑖
𝑐𝑜𝑛𝑡  =  𝑞𝑐,𝑖(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠) − 𝑔𝑐,𝑖  −  𝑓 (13) 

Para conseguir o 𝑔∗
𝑐,𝑖

 ótimo para o problema, devemos olhar para a condição de primeira ordem 

que é definida como: 

 𝜕𝜋𝑐,𝑖
𝑐𝑜𝑛𝑡

𝜕𝑔𝑐,𝑖
=
−𝑔

𝑐,𝑖
(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

(∑ 𝑔𝑐,𝑖𝑐′ ∈ 𝑁𝑖
)2

+
(1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

∑ (𝑔𝑐,𝑖)𝑐′ ∈ 𝑁𝑖

− 1 = 0 (14) 

É possível observar que a equação (14) tem o resultado idêntico a equação (3). Com isso, os 

níveis de violência da facção e agregado ótimos ficam igual ao problema anterior da seção 2 

que é representado pelas equações (5) e (6). 

Dado esse resultado, temos que encontrar o valor de n através da função lucro que é igualada a 

zero. Substituindo 𝑔∗
𝑐,𝑖

 e considerando a separação da receita de forma simétrica temos: 

 
𝜋𝑐,𝑖

𝑐𝑜𝑛𝑡  =  
(1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)

𝑛
 −
(𝑛 − 1)

𝑛2
(1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐

𝑠)  −  𝑓 =  0 (15) 

Considere (1− 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠)  =  𝛾 para facilitar a leitura e a manipulação da equação. 

 
𝜋𝑐,𝑖

𝑐𝑜𝑛𝑡  =  
𝛾

𝑛
 −
(𝑛 − 1)

𝑛2
𝛾 −  𝑓 =  0 (16) 
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Isolando a variável n é encontrado o resultado representado pela equação (17): 

 

𝑛 =  √
𝛾

𝑓
 (17) 

A equação (17) indica que o número de facções cresce com a receita contestada e diminui com 

o custo fixo do mercado de drogas. Com esse resultado é possível agora substituí-lo nas 

equações (5) e (6) e verificar como ficam os níveis de violência da facção e agregado. 

 

𝑔∗
𝑐,𝑖
= 𝑓(√

𝛾

𝑓
 −  1) (18) 

 

 

𝑣∗𝑖  = 𝛾 −  𝑓√
𝛾

𝑓
 (19) 

3.1 - ESTÁTICA COMPARATIVA DO MODELO ESTÁTICO 

Com os resultados dos níveis de violência da facção e agregado, a partir de derivadas é possível 

extrair informações do que ocorre quando há uma variação na receita contestada e do custo fixo. 

Portanto, a seguir são apresentadas as derivadas de 𝑔∗
𝑐,𝑖

 e 𝑣∗𝑖 em relação a 𝛾 e 𝑓. 

Podemos pensar nessas mudanças como choques que modificam essas variáveis. No caso de 𝛾, 

podemos pensar em choque de oferta adverso de drogas no upstream como em Castillo, Mejía 

e Restrepo (2020), uma menor presença do Estado na segurança aumentando 𝜂 ou 𝑠𝑖 

aumentando, ou seja, a importância do mercado de cocaína fica maior naquela região. Esses 

possíveis choques mencionados vão gerar um efeito que aumenta 𝛾, pois 𝛾 =  (1 − 𝜂)𝑠𝑖𝑅(𝑄𝑐
𝑠). 

Lembrando que a demanda é inelástica, e uma queda na quantidade 𝑄𝑐
𝑠 aumenta a receita 

𝑅(𝑄𝑐
𝑠). Para o custo fixo 𝑓, é possível pensar, por exemplo, em um maior custo para corromper 

oficiais do governo para facilitar o tráfico de drogas ou uma maior dificuldade para comprar 

armas. 

𝜕𝑔
𝑐,𝑖

𝜕𝛾
 =

√𝑓

2√𝛾
 (20) 
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𝜕𝑔𝑐,𝑖
𝜕𝑓

 =
√𝛾

2√𝑓
 −  1 (21) 

 

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛾
 = 1−

√𝑓

2√𝛾
 (22) 

 

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑓

 = −
√𝛾

2√𝑓
 (23) 

Na derivada apresentada pela equação (20) vemos que 
𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝜕𝛾
 >  0, pois f > 0 e 𝛾 >  0. Logo, um 

aumento na receita contestada leva a facção a aumentar o investimento em violência. Esse 

resultado é compatível com as evidências de Castillo, Mejía e Restrepo (2020). 

 A derivada 
𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝜕𝑓
 pode variar o sinal dependendo da relação do custo fixo com a receita 

contestada. Caso 𝛾 >  4𝑓, então 
𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝜕𝑓
 >  0. Sendo assim, um choque no custo fixo da facção 

ampliaria o investimento em violência da facção. Caso contrário, se a relação for 𝛾 <  4𝑓 temos 

𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝜕𝑓
 <  0, portanto, um choque no custo fixo levaria a uma queda no investimento da facção 

em violência. 

Nas equações (22) e (23) temos a estática comparativa do nível agregado de violência, ou seja, 

referente a todas as facções. Na equação (22) é possível ver 
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛾
 >  0, pois 𝛾 >  𝑓, não faria 

sentido nenhum a maximização do lucro se o custo fixo fosse maior que a receita contestada 

total do mercado. Com isso, um aumento da receita contestada leva a um aumento generalizado 

da violência. 

Na equação (23), a derivada 
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑓
 <  0, porque f > 0 e 𝛾 >  0. Logo, um choque no custo fixo 

gera uma diminuição geral do investimento em violência. 

3.2 - DECOMPOSIÇÃO DOS EFEITOS DO MODELO ESTÁTICO 

Semelhante a estática comparativa, nessa seção é apresentada a decomposição dos efeitos da 

alteração do parâmetro 𝛾, receita contestada. A partir da decomposição é possível identificar o 
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efeito que vem direto da alteração da receita ou da alteração do número de facções criminosas 

que estão na região. Abaixo é demonstrado como é o processo: 

 𝑑𝑔𝑐,𝑖
𝑑𝛾

 =
𝜕𝑔𝑐,𝑖
𝜕𝛾

+
𝜕𝑔𝑐,𝑖
𝑑𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝛾
 

 

(24) 

 

 𝑑𝑣𝑖
𝑑𝛾

 =
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛾

+
𝜕𝑣𝑖
𝑑𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝛾
 (25) 

A equação (24) e (25) demonstram a decomposição dos efeitos. Os efeitos são divididos em 

dois grupos, efeitos diretos que são representados por 
𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝜕𝛾
 𝑒 

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝛾

, e os efeitos indiretos que são 

representados por 
𝜕𝑔𝑐,𝑖

𝑑𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝛾
 𝑒 

𝜕𝑣𝑖

𝑑𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝛾
. A decomposição é feita apenas com o parâmetro 𝛾 e não é 

feito com o parâmetro 𝑓 (custo fixo), pois o efeito do custo fixo influencia apenas o número de 

facções, ou seja, toda mudança no custo fixo está dentro do efeito indireto. 

Abaixo temos a decomposição do efeito de 𝛾 sobre 𝑔𝑐,𝑖: 

 

𝑑𝑔𝑐,𝑖
𝑑𝛾

 =

{
 

 𝑓(√
𝛾
𝑓
 −  1)

𝛾

}
 

 

+ {
𝑓

𝛾
+
−0.5√𝑓

√𝛾
} (24) 

Na equação (24) dividimos em efeito direto, 
𝑓(√

𝛾

𝑓
 − 1)

𝛾
, e efeito indireto, 

𝑓

𝛾
+
−0.5√𝑓

√𝛾
 . O efeito 

direto vemos que sempre será positivo, pois 𝛾 >  𝑓. Já o efeito indireto será positivo se 𝛾 <

 4𝑓, ou seja, se o custo fixo for maior que 25% da receita contestada total. Se 𝛾 >  4𝑓, então o 

efeito indireto será negativo. Logo, a intensificação ou redução do efeito total a partir do número 

de facções depende da relação entre f e 𝛾. Porém, mesmo o efeito indireto sendo negativo, esse 

sempre será menor que o efeito direto, já que como foi demonstrado na seção 3.1, o efeito total 

é positivo. 

Na decomposição de 𝑣𝑖 temos a seguinte expressão: 

 𝑑𝑣𝑖
𝑑𝛾

 = {1−
√𝑓

√𝛾
} + {

√𝑓

2√𝛾
} (25) 
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Na equação (25) vemos que o efeito direto é 1 −
√𝑓

√𝛾
, e como 𝛾 >  𝑓, então este é positivo. Já o 

efeito indireto é definido como 
√𝑓

2√𝛾
 e sendo positivo também. Com isso temos que uma mudança 

na receita contestada gera um aumento da violência geral tanto via direta como através do 

número de facções (Efeito Indireto). 

4 - MODELO DINÂMICO DE DOIS PERÍODOS E NÚMERO DE FACÇÕES 

ENDÓGENO 

Na seção 4, deixamos o modelo estático e vamos para o modelo dinâmico de dois períodos. O 

modelo é definido a partir da maximização do lucro apresentado abaixo: 

 𝑚𝑎𝑥𝑔𝑐,𝑖,𝑡 𝑞𝑐,𝑖,1𝛾 − 𝑔𝑐,𝑖,1  +  𝛽𝑎𝑐,𝑖[𝑞𝑐,𝑖,2𝛾 − 𝑔𝑐,𝑖,2] −  𝑓 (26) 

A maior parte das variáveis já foram apresentadas no modelo estático. No modelo dinâmico 

foram acrescentados: a taxa de desconto intertemporal 𝛽, que está entre 0 e 1; e a probabilidade 

do chefe da facção criminosa continuar no período, definido como 𝑎𝑐,𝑖, que está entre 0 e 1. O 

parâmetro 𝑎𝑐,𝑖também foi transformado em uma variável endógena que depende de quanto foi 

investido em violência no primeiro período, logo: 

 𝑎𝑐,𝑖  =
𝑔𝑐,𝑖,1

∑ 𝑔𝑐′,𝑖,1𝑐′ ∈ 𝑁𝑖

 (27) 

Para encontrar o investimento em violência da facção no período 1 e 2 devemos recorrer a 

indução retroativa, ou seja, verificamos qual seria o ótimo no período 2 e depois se verifica o 

ótimo no período 1. O primeiro ponto é encontrar a condição de primeira ordem para 𝑔𝑐,𝑖,2e o 

valor ótimo, com isso temos: 

 
𝑔𝑐,𝑖,2

∗ =
(𝑛 − 1)

𝑛2
𝛾 (28) 

Agora colocamos a expressão (28) dentro da equação (26) e encontramos a condição de 

primeira ordem para 𝑔𝑐,𝑖,1. Importante falar que é considerado a situação de simetria de 

resultado para as facções tanto para 𝒒𝒄,𝒊,𝒕quanto para 𝒂𝒄,𝒊. Com isso temos que: 

 

𝑔𝑐,𝑖,1
∗ =

𝛽(
𝛾
𝑛 −

𝛾(𝑛 − 1)
𝑛2

)[𝑛 +  1]  +  𝛾(𝑛 −  1)

𝑛2
 

(29) 
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Sabendo o investimento ótimo no período 1 e 2, substituímos na equação do lucro e 

consideramos o lucro igual a zero para definirmos o número de facções n. Dentro da resolução 

são encontradas 4 possibilidades de n, sendo que 2 são consideradas já que apresentam resultado 

positivo, esses são: 

 

𝑛 =  √2√[
𝛾

𝑓
 + 

√−4𝛽𝑓𝛾 + 𝛾2

𝑓
]  𝑜𝑢 √2√[

𝛾

𝑓
 − 

√−4𝛽𝑓𝛾 + 𝛾2

𝑓
] (30) 

 

A única condição necessária para o n ser obtido é que 𝑓 <  0,25𝛾. Para continuar a análise 

vamos utilizar 𝑛 =  √2√[
𝛾

𝑓
 +  

√−4𝛽𝑓𝛾 + 𝛾2

𝑓
]. 

4.1 - ESTÁTICA COMPARATIVA 

Nessa seção é apresentado o resultado da estática comparativa para o modelo de dois períodos. 

Os parâmetros analisados são: 𝛾 e 𝑓. As variáveis analisadas são 𝑔𝑐,𝑖,1 e 𝑣𝑖,1. As variáveis no 

tempo 2 não são examinadas nesta seção porque os resultados são equivalentes aos resultados 

do modelo estático. 

Para verificar se  
𝜕𝑔𝑐,𝑖,1

𝜕𝛾
, 
𝜕𝑔𝑐,𝑖,1

𝜕𝑓
, 
𝜕𝑣𝑖,1

𝜕𝛾
 e 

𝜕𝑣𝑖,1

𝑑𝑓
 são positivos ou negativos foi necessário criar 

simulações com possíveis valores para 𝛾, 𝑓 e 𝛽. O parâmetro 𝛾 foi definido igual a 100, 𝑓 foi 

definido em valores percentuais em relação ao 𝛾, respeitando a restrição máxima de 25% do 

valor da receita contestada. Os valores percentuais de 𝑓 em relação a 𝛾 foram: 1%, 5%, 10%, 

15%, 20% e 24%. Já o valor de 𝛽 foram de 0 até 0,9 variando de 0,1 em 0,1, ou seja, 0 depois 

0,1 até chegar em 0,9. 

Nas simulações para 
𝜕𝑔𝑐,𝑖,1

𝜕𝛾
 e 
𝜕𝑔𝑐,𝑖,1

𝜕𝑓
 todos os valores referentes a essas derivadas foram positivos 

dentro do intervalo estabelecido para 𝛽 e os valores percentuais de 𝑓 em relação a 𝛾, indicando 

que para um choque na receita contestada e no custo fixo, independente dos valores de 𝛽 e os 

valores percentuais de 𝑓 em relação a 𝛾, eleva o investimento em violência da facção. Os valores 

para 
𝜕𝑣𝑖,1

𝜕𝛾
 foram positivos no intervalo estabelecido para 𝛽 e os valores percentuais de 𝑓 em relação 

a 𝛾, indicando que um choque na receita contestada aumenta o investimento na violência agregada. 
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Por fim, temos 
𝜕𝑣𝑖,1

𝜕𝑓
: 

TABELA 1 - SIMULAÇÃO 
𝜕𝒗𝒊,𝟏

𝝏𝒇
 

 Percentual do Custo Fixo em relação ao γ 

Beta 1% 5% 10% 15% 20% 24% 

0 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,1 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,2 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,3 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,4 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,5 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo 

0,6 Negativo Negativo Negativo Negativo Negativo Positivo 

0,7 Negativo Negativo Negativo Negativo Positivo Positivo 

0,8 Negativo Negativo Negativo Positivo Positivo Positivo 

0,9 Negativo Negativo Negativo Positivo Positivo Positivo 

 

Para um choque no custo fixo de todas as facções, vemos que o efeito pode ser positivo ou 

negativo dependendo do 𝛽 e do percentual do custo fixo. Grande parte mostra um efeito 

negativo, ou seja, um choque geral no custo fixo das facções criminosas gera uma queda na 

violência geral, resultado que se diferencia quando o choque no custo fixo é apenas para uma 

facção. 

Quando esse choque ocorre e existe um beta e uma relação de custo fixo maior, vemos que o 

choque no custo fixo para todas as facções gera um aumento no investimento em violência 

geral, enquanto para outros cenários o choque diminui o investimento em violência. 

5 - DISCUSSÃO FINAL 

A proposta dessa dissertação foi ampliar os modelos estático e dinâmico apresentados nos 

trabalhos Castillo e Kronick (2020) e Castillo, Mejía e Restrepo (2020) tornando o número de 

facções criminosas endógenas e verificando se os efeitos a partir de choques nos parâmetros 
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calculados dentro desses artigos ficam diferentes. Outro ponto que foi inserido no modelo 

dinâmico foi a probabilidade da facção continuar no período 2, 𝑎𝑐,𝑖, de forma endógena. Os 

modelos mostraram que choques que elevam a receita contestada ampliam o investimento em 

violência da facção e o investimento em violência agregado, seguindo o que foi encontrado nos 

trabalhos que foram referência. 

Além disso, o modelo com número de facções endógenos acrescentou a análise para outro 

parâmetro, que foi o custo fixo 𝑓, sendo considerado o investimento mínimo em violência das 

facções para entrar no mercado de drogas. No modelo estático foi provado que o efeito no 

investimento em violência pode ser positivo ou negativo dependendo da relação entre o custo 

fixo e a receita contestada. Já para o nível de violência agregado, o efeito sempre é negativo. 

Também se verificou isso para o modelo dinâmico. O choque no custo fixo no modelo com dois 

períodos amplia o investimento em violência da facção no primeiro período, enquanto para o 

investimento em violência agregado depende da relação entre receita e custo fixo e da taxa de 

desconto 𝛽, podendo ser negativo ou positivo. 

Outro ponto importante abordado na dissertação foi a decomposição dos efeitos. Com esse 

cálculo é possível observar os efeitos diretos dos choques na receita contestada e o efeito que 

provém da mudança do número de facções criminosas no mercado. Como vimos, o efeito direto 

do choque amplia o investimento da facção em violência, mas dependendo da relação entre 

receita e custo fixo, o efeito indireto pode reduzir essa variação positiva. Já um choque para o 

nível de violência agregado, os efeitos direto e indireto são sempre positivos. 

Por fim, algumas propostas surgiram a partir desse trabalho para o futuro. Primeiro, ampliar o 

modelo colocando a probabilidade de a facção estar no próximo período dependendo de um 

fator que representa o investimento da polícia contra uma facção ou contra todas as facções 

criminosas. Segundo, colocar fatores que diferenciam o comportamento das facções ou como 

elas se organizam, como foi verificado pelos trabalhos Lessing (2008, 2015, 2021), Barcellos e 

Zaluar (2014) e Lessing e Willis (2019), estruturando o modelo de uma forma onde é possível 

definir uma facção que tem uma maior preferência por violência e outra com um perfil de 

cooperação maior. Terceiro, utilizar a mesma abordagem de Castillo, Mejía e Restrepo (2020) 

para outros países e verificar os efeitos de choques na oferta de drogas na violência para países 

como Brasil, Argentina ou Uruguai. Por último, o modelo dinâmico pode ser modificado para 

um horizonte infinito de tempo e verificar se os efeitos calculados persistem. 
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